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미소운동 변환을 이용한 자율주행 자전거의 기구학 모델

Kinematic Modeling for Autonomous Bicycle

Using Differential Motion Transformation

이  수  영1

Yi Soo-Yeong1

Abstract This paper presents a new method of kinematic modeling for autonomous bicycle by using 
the differential motion transformation. Kinematic model is indispensable to trajectory planning and 
control for an autonomous mobile robot. The conventional methods of kinematic modeling for an 
autonomous bicycle depend on  intuition by geometry. On the contrary, the proposed method in this 
paper is based on the systematic differential motion transformation, thus applicable to various types of 
autonomous bicycles. The differential motion transformation gives Jacobian between two coordinate 
frames and the velocity kinematics as a result.
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1. 서 론*)`

자전거는 사람에게 친숙하며 매우 오래된 이동수단이

다. 이를 무인 자율 이동화하는데 있어서는 시스템 제어이

론 측면의 여러가지 문제들이 있기 때문에 근래에는 제어

기법 개발의 테스트베드로서 새롭게 많은 관심을 받고 있

다[1]. 일반적으로 자율 이동로봇에 대한 운동경로 계획과 

추종제어를 위해서는 기구학 모델이 필수적이다. 매니퓰레

이터형 로봇의 경우에는 다양한 기구학 모델 방법이 개발

되어 있지만, 자율이동 자전거를 포함한 바퀴형 이동로봇

은 그 중요성에도 불구하고 체계적인 기구학 모델 방법이 

부족한 편이다. 이는 현재 사용되는 대부분의 이동로봇이 

단순 구조의 두 바퀴형(bi-wheel)이며, 이 경우에는 직관적

으로 쉽게 기구학 모델을 구할 수 있기 때문이다[2]. 그러나 

단순 두 바퀴형태를 벗어난 다양한 형태의 이동로봇들의 

경우에는 직관적인 방법으로 기구학 모델을 구하기는 어려

우며, 분석과 검증을 위한 체계적인 기구학 모델링 방법이 

필요하다.
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이에 따라서 P. Muir등은 매니퓰레이터형 로봇의 경우

와 같이 바퀴형 이동로봇에 대해서도 변환행렬을 이용하여 

기구학 모델을 구하는 체계적인 방법을 제안하였다[3]. 이 

방법의 특징은 로봇 각 관절에 좌표계를 설정하는데 있어

서, Denavit-Hartenburg 규약 대신에 Sheth-Uicker 규약을 

이용하고, 2 자유도 이상을 갖는 높은 짝(high pair) 관절에 

대해서 순간일치좌표계(Instantaneous Coincident Coordinate 
System)의 개념을 도입하여 좌표계간의 상대속도를 표현

하였다는데 있다. D. Shin 등은 바퀴와 지면을 포함한 이동

로봇 전체의 폐루프 체인에 대해서 [3]의 방법을 확장할 수 

있음을 보였고, 이 방법을 이족로봇과 이동 매니퓰레이터 

로봇의 기구학 모델을 얻는데 적용하였다[4].
한편 [5]에서는 공(ball)과 같은 외관을 갖는 구형 로봇 

개발과 함께 미소운동 변환방법(differential motion 
transformation)을 적용한 새로운 기구학 모델 방법을 제시

하였다. 미소운동은 좌표계 각 축을 기준으로 미소시간 동

안의 병진운동과 회전운동의 크기를 나타내는 것으로서, 
곧 속도/각속도의 의미를 가진다. 따라서 미소운동 변환은 

두 좌표계 사이의 자코비안을 나타내게 된다. 그러므로 미

소운동 변환방법을 통해 구동모터의 속도를 로봇 몸체의 

속도로 변환함으로써 이동로봇의 속도/각속도 기구학 모델

을 구할 수 있다.
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Fig. 1. Differential motion transformation between coordinate frames

본 논문에서는 자율이동 자전거의 기구학 모델을 구하

기 위한 미소운동 변환방법을 제안하고자 한다. 자율이동 

자전거의 기구학 모델은 이미 [6][7]을 포함한 많은 문헌들

에 제시되어 있다. 특히 [8]에서는 자전거 상의 위치에 따

라 기구학 모델이 다르게 표현될 수 있음을 보였다. 그러나 

기존의 방법들은 주로 기하학적 직관에 의존하는 것이 보

통이었으며, 다양한 구조의 자율이동 자전거 시스템에 통

일적으로 적용하기가 어려운 것이 사실이다. 반면에 본 미

소운동 변환방법은 수학적으로 이미 잘 정립되어 있는 좌

표변환 과정을 이용하므로 자율이동 자전거 기구학 모델 

방법에 대한 체계적인 접근방법이 될 수 있을 것으로 생각

된다. 또한 상대적인 좌표변환을 통해 구동바퀴의 속도로

부터 이동 로봇 몸체에서의 속도를 구하게 되므로, 이미 [8]
에서 지적된 바와 같이 구동모터가 앞바퀴, 혹은 뒷바퀴에 

설치된 경우에 따라 로봇 몸체(탑승자의 위치)에서의 속도 

기구학이 달라질 수 있음을 체계적으로 보일 수 있다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 먼저 2장에서 로봇공학

에서 이미 잘 알려진 미소운동 변환 방법에 대해서 개괄적

으로 소개한다. 3장에서는 구동바퀴가 앞바퀴, 그리고 뒷바

퀴인 각각의 경우에 대해서 미소운동 변환방법을 이용한 기

구학 모델을 구한다. 그리고 4장에서 결론을 맺을 것이다. 

2. 좌표계 사이의 미소운동 변환

본 절에서는 이미 잘 알려진 좌표계 사이의 미소운동 

변환을 간단히 소개한다[9]. 주어진 좌표계 에서 한 점의 

회전운동 및 병진운동을 포함하는 미소운동은 다음과 같이 

표현된다:

 











 

 
 




  

 



 

  


   

(1)

여기서 미소운동 벡터     

와     



는  → 일 때, 좌표계 의 각 축을 기준으로 한 회전속

도 및 병진속도를 의미하게 된다.
이제 그림 1과 같이 두 좌표계 와   사이의 좌표변환

이 
로 주어져 있을 때,   좌표계에서의 미소운동 를 

  좌표계의 미소운동으로 다음과 같이 변환할 수 있다:

   
   

 (2)

두 좌표계 사이의 좌표변환 
는 식 (3)과 같이 ×열벡

터들(,  , , )로 표현할 수 있다:


 











   
   
   
   




 


   

   

(3)

이제 식 (3)을 식 (2)의 우변에 대입하고 수식을 정리하면 

다음의 행렬 항등식을 얻을 수 있다:











  

 
 




   

 


 
 

  


   













  ⋅ ⋅ ⋅

⋅   ⋅ ⋅

⋅ ⋅  ⋅
   

(4)

여기서  × 이다. 식 (4)에서 “⋅”과 “×”는 각

각 벡터의 내적(inner product)와 외적(outer product)을 의

미한다. 식 (4)에서 대응되는 항끼리 정리하면 식 (5)와 같

이 좌표계 사이의 미소운동 변환식을 구할 수 있다:


  ⋅ (5-1)


  ⋅ (5-2)


  ⋅ (5-3)


  ⋅×   (5-4)


  ⋅×   (5-5)


  ⋅×   (5-6)
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(a) Unmanned bicycle (Side view)

(b) Coordinate frames(Top view)

Fig. 2. Unmanned bicycle system

3. 자율이동 자전거 기구학

본 절에서는 앞서 설명한 미소운동 변환방법을 이용하

여 앞바퀴 구동, 그리고 뒷바퀴 구동인 각각의 경우에 대해

서 자율이동 자전거의 속도 기구학을 구한다. 먼저 자율이

동 자전거는 2차원 지면상에서 지면에 대해 수직방향으로 

균형을 유지하며 운동하는 것으로 가정한다. 본 논문은 기

구학 모델링 방법에 관한 논의에 국한하므로 동역학 제어

에 의한 균형 유지 문제는 다루지 않는다.

3.1 뒷바퀴 구동의 경우

그림 2에 자율이동 자전거의 개략적인 구조와 설정 좌

표계를 보인다. 뒷바퀴에 설치된 좌표계의   방향 속도 

  가 자전거 구동 속도를 의미한다. 이를 
  와 

같이 표시한다. 물론 횡방향 구동성분은 
  이다. 앞바

퀴에 설치된 좌표계의 축과 뒷바퀴 좌표계의 축이 이

루는 각 는 자전거의 조향각을 나타낸다. 실제 자전거의 

경우, 조향을 위한 핸들 축은 지면과 수직이 아니라 뒤쪽으

로 약간 기울여 설치되어 있지만, 실제로 자전거의 방향변

화에 기여하는 조향각은 수직축을 중심으로 한 회전성분 

가 된다. 안장에 설치된 좌표계 는 탑승자의 이동 좌표

계를 나타내며, 지면에 설치된 는 기준 좌표계이다. 
축과 축이 이루는 각 가 자전거의 방향각을 의미하게 

된다.
좌표계 과   사이의 미소운동 변환식과 좌표변환행

렬은 다음과 같다:

   
   

 (6)


     













     
    
   
   

(7)

여기서 ⋅⋅과 ⋅⋅은 각각 병진 및 회전 

변환을 의미하며, 와 는 각각  와  를 나

타낸다. 이제 식 (5)에 따라 좌표계 에서의 미소운동을 

구하면 다음과 같다:


  

   
 (8-1)


   

  
 (8-2)


  

 (8-3)


  

  
  

 (8-4)


   

  
  

 (8-5)


  

  
 (8-6)

앞 바퀴 좌표계 에서의 운동은  평면에서의 병진운

동과 축 중심의 회전운동 성분으로 기술되고, 좌표계 

에서 횡방향 구동 성분은 
  이므로 식 (8-3), (8-4), 

(8-5)로부터 다음을 얻을 수 있다:


  

 (9-1)


  

  
 (9-2)


   

  
 (9-3)
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그런데 여기서 한가지 주목해야 할 것은 좌표계 에서의 

횡방향 운동성분이 
  이어야 한다는 것이다. 이것이 

자전거 시스템의 nonholonomy 특성의 원인이 된다. 그러

므로 식 (9-3)으로부터 다음의 결과를 얻는다:


  


 

 (10)

이 결과를 다시 식 (9-1)~(9-3)에 대입하면 다음과 같이 된다:


  


 

 (11-1)


  



 (11-2)


   (11-3)

식 (11)을 → 에서 표현하면 다음과 같다:


  


 

 (12-1)


  



 (12-2)


   (12-3)

위 식은 좌표계 에서의 운동이므로 이를 기준 좌표계 

의 운동으로 변환하기 위해서는 축을 중심으로 와 

축이 이루는 각  만큼 회전변환하면 된다:



























  
  
  




















 































(13)

식 (13)은 좌표계 에서의 운동을 기준좌표계로 표현한 것

이다.

이제 로부터 탑승자 좌표계의 미소운동 는 다음

과 같이 구할 수 있다.

   
   

 (14)

좌표변환 
는 식 (15)와 같다.


       













   

   

   
   

(15)

윗 식에서 는 지면으로부터 좌표계 의 원점까지의 축 

방향 높이를 나타낸다. 앞서와 같이 식 (5)를 통해 에서 

 평면에서의 병진운동 속도와 축 회전운동 각속도를 

구하면 다음과 같다:


  

 (16-1)


   


  

 (16-2)


  



 (16-3)

위 식을 기준좌표계 에서의 속도 기구학으로 표현하기 

위해서는 축과 축이 이루는 각 만큼 회전변환을 취

해주면 된다.



























  
  
  

















  







 


















 



 


 









(17)

식 (17)에서   인 경우는 아래와 같이 뒷바퀴의 속

도기구학을 의미하게 된다:




























  



  








(18)
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3.2 앞바퀴 구동의 경우

이 경우는 자전거 구동속도   가 앞바퀴에 설치된 

좌표계의   방향 속도를 의미한다. 즉  좌표계에서 


  로 표시할 수 있으며, 횡방향 구동속도는 

  

이다. 2절에서 설명한 바와 같이 다음 식 (19)에 따라 좌표

계 에서의 운동을 좌표계 에서의 운동으로 변환할 수 

있다:

   
   

 (19)

두 좌표계 사이의 변환행렬은 다음과 같다: 


    ⋅   













     
     
   
   

(18)

이제 식 (5)에 따라 좌표계 에서  평면상의 병진 미

소운동과 축 회전 미소운동을 구하면 다음과 같다:


  

 (19-1)


  

  
 (19-2)


  

  
  

 (19-3)

앞바퀴의 횡방향 구동성분은 
  이며, 또한 좌표계 

에서 nonholonomy 특성에 따라 횡방향 운동은 
  이

므로 식 (19-3)에서 다음의 결과를 얻는다:


  



 (20)

이제 이 결과를 식 (19)에 다시 대입하고,  → 에서 표

현하면 다음과 같다:


  



 (21-1)


  

 (21-2)


   (21-3)

식 (21)을 기준좌표계 에서의 속도 기구학으로 표현

하기 위해서는 다음과 같이 축을 기준으로 축과 축

이 이루는 각 만큼 회전변환하면 된다.



























     
    
  




















 















  



  




 



(22)

이제 이를 일반화하기 위해 탑승자 좌표계 에서의 미

소운동을 다음과 같이 구할 수 있다.

   
   

 (23)

좌표계 과 좌표계   사이의 변환행렬 
은 다음과 같다:


      













    
   
   
   

(24)

앞서와 같은 방법으로 식 (5)에 따라   좌표계에서  
평면에서의 병진 및 축 회전 미소운동과 →에 따른 

속도/각속도를 다음과 같이 구할 수 있다:


  



 (25-1)


  

 (25-1)


   




 (25-1)

위 결과를 기준좌표계 로 변환하면 다음과 같다:



























  
  
  















 


  







 















  


  



 


  









(26)
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이제 3-1절과 3-2절의 결과를 정리하면 기준좌표계 

상에서 탑승자 좌표계 의 기구학은 식 (17)과 식 (26)으
로부터 다음과 같이 표현된다.

- 뒷 바퀴 구동속도가   인 경우: 

 






























 

 


 






(27)

- 앞 바퀴 구동속도가   인 경우:           




























  


  

 


  






(28)

위 식에서   인 경우는 뒷 바퀴의 기구학을 의미하며, 
기존의 기구학 모델 결과[8]와 일치한다.

4. 결 론

자율이동 자전거 시스템은 제어이론 개발의 테스트베

드로서 다양한 구동방식 및 구조로 개발되고 있다. 자율이

동 궤적 생성 및 추종제어를 위해서 체계적인 기구학 모델 

방법이 필요하다. 기하학적 직관에 기반을 둔 기존의 방법

들은 다양한 구조의 자율이동 자전거 시스템에 통일적으로 

적용하기 어렵다. 본 논문에서는 좌표계 사이의 미소운동 

변환방법에 기반을 둔 체계적인 자율이동 자전거 기구학 

모델 방법을 제시하였다. 특히 자전거의 기구학을 일반화하

기 위해 탑승자 좌표계의 기구학 모델을 구하였으며, 기존의 

기하학적 직관에 근거한 방법으로는 설명하기 어려운 

nonholonomy 특성을 활용하였다. 본 기구학 모델방법은 다

양한 구조의 자율이동 자전거에 대해서 기존의 기구학 모델 

방법에 대한 체계적인 대안이 될 수 있을 것으로 기대된다.
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